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STUDIEAVSNITT 1

e
GRUNDLAGGANDE RAKNING

Matematik &r i grund och botten ett verktyg. Ett verktyg som ska
gora det lattare for oss att forsta var omvéarld. Med hjalp av mate-
matik kan man t.ex. skapa prognoser fér hur framtiden ska se ut.
Det kan galla morgondagens vader eller utvecklingen {fér en aktie. I
skogen vill vi bland annat géra olika prognoser fér hur trdden kom-
mer att vixa med olika sko6tselmetoder, berdkna vardet av ett be-
stand och kunna bedéma hur manga kubikmeter skog som kom-
mer att falla ut vid en avverkning.

Innan man till fullo beharskar ett verktyg maste man ha grundlag-
gande utbildning och mycket trédning. Det &r det som den har kur-
sen ska forsoka ge; tréning i att anvinda redskapet matematik. Du
har nog arbetat med det mesta som tas upp i den har kursen forut,
men det skadar inte att frAscha upp kunskaperna. Ju mer du rak-
nar desto effektivare kommer du att lara dig anvidnda matemati-
kens verktyg.

I detta avsnitt ska vi framst titta pA hur man anvander formler i
matematiken — ndgot som man ofta har god nytta av i skogsbruket.

MATEMATIKEN SOM UPPFINNING

Har du nagon gang funderat 6ver hur de tal vi skriver &r upp-
byggda? Sjalva idéen ar genial. Med hjalp av endast elva tecken
(decimalkomma, och siffrorna O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) kan saval
valdigt stora som extremt sma tal skrivas. Det smarta &r att det
inte bara ar siffran i sig som har betydelse, utan dven dess position
i talet; dvs. var i talet siffran star. Ta t.ex. talet:

123,456

Eftersom 1l:an star som tredje tecken till vinster om decimalkom-
mat vet vi att den inte innebar 1 utan 100. Pa samma satt betyder
2:an 20 osv. Vi skulle kunna skriva hela talet som:
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100 +20+3 + 0,4+ 0,05 + 0,006 = 123,456

Genom att jamféra detta med den romerska kulturen som anvande
en ny symbol fér varje ny storleksordning pa talen kan man ana
fordelarna. Romarna hade ett tecken for 1: I, ett annat for 10: X,
ett tredje for 100: C, ett fjarde f6r 1000: M osv. For att kunna
skriva astronomiskt stora tal kravdes alltsa en stor uppsattning
tecken, medan vi klarar oss med vara elva i alla 1agen.

TABELL 1.1. Exempel pa nagra tal skrivna i de olika systemen.

Positionssystemet Romerskt
7 VII
9 X
26 XXVI
90 XC
1990 MDCDXC

Positionssystemet ar en matematisk uppfinning som vi anvénder
dagligen. Uppfinningen ar av den typen som ar karakteristisk for
matematiken; den bestar inte av ndgot material, man behd6ver inga
traditionella verktyg for att skapa den och inte en enda av datatek-
nikens integrerade kretsar fér att den ska fungera.

MATEMATISKA MODELLER

I skogsbruket anvands ett stort antal olika matematiska modeller
vilka brukar kunna sammanfattas med olika formler. En del av
dessa formler kommer vi att ta upp i den har kursen. Man ska vara
medveten om att dessa formler i praktiken inte ger ett exakt facit,
utan bara ett ungefarligt virde som ska kunna anvéndas som stéd
fér olika typer av beslut.

Om vi t.ex. ska rdkna ut vilken volym ett visst tradd har sa brukar
man oftast klava tradet i brosthojd (1,3 meter ovan mark) for att fa
dess diameter och sedan ocksa mata dess hojd. De tva siffrorna
stoppas déarefter in i en matematisk formel — eller matematisk mo-
dell — fér att ge en uppskattning av tradets volym. Det finns dock
inget som s&ger att den siffra som vi far fram &r tradets exakta vo-
lym. Man kan ju mycket val tdnka sig att tva olika trad som har
samma diameter och hojd d&nda har helt olika volym. Detta ef-
tersom tradens form kan variera. En trddstam som avsmalnar fort
kommer ju inte alls att ha lika stor volym som en stam som har
ungefar samma diameter hogt upp pa stammen som i brosthéjd.
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Den matematiska modellen (/formeln) &r alltsa en férenklad be-
skrivning av verkligheten. Om vi fallde tradet och rdknade ut voly-
men mer exakt skulle vi sédllan fa exakt samma volym som formeln
visar. Daremot racker den uppskattning vi far fram ofta {ér vara
behov. For att t.ex. planera en avverkning maste vi inte i férvag ha
reda pa alla trads volym pa kubikdecimetern néar, det racker
kanske att fa volymen for bestandet avrundat till ndrmaste hund-
ratal kubikmeter.

Nar skogsforskarna skapar matematiska modeller maste de ta han-
syn till hur de ska anvandas i praktiken. Modellen som kommente-
rades ovan kanske skulle bli battre om man utéver diametern i
brosthojd lyckades méta en diameter hogre upp pa tradet. Da
skulle man kunna fanga upp tradets form béattre. Problemet &ar att
da tar matningarna i falt langre tid. Denna 6kade kostnad kan séal-
lan motiveras, eftersom resultatet bara férsumbart blir battre an
vad det blivit om man ndéjt sig med att bara ta diametern i brost-
hojd. Handlar det daremot om grundforskning sa kan en sddan har
extra matning mycket val vara motiverad. Det galler alltsa hela ti-
den att rationellt bedéma hur mycket tid och pengar man ar villig
att betala for att fa ett battre resultat.

PRIORITET
Néar vi ska anvianda en skriven matematisk formel finns det en viss

praxis for hur den ska tolkas. Praxisen galler rdkneséttens priori-
tet; dvs. i vilken ordning berdkningarna ska utféras.

EXEMPEL 1

I ett bestand finns ett samband mellan tradens brésthdjdsdiameter
i cm (x) och deras hojd i meter (y). I ett visst bestand géaller:

y=9+0,4x
Vad kommer ett trdd med diameter 10 cm att ha f6r héjd enligt for-

meln?
* % %

Eftersom diametern var 10 kan vi byta ut x mot 10 i formeln:
y=9+0,410

Vad menas da med detta? Jo, mellan 0,4 och xi formeln finns
inget tecken, men i matematiken underférstas da att det finns ett
gangertecken mellan dessa. Vi har alltsa:

y=9+0,4-10
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Néasta fraga ar vad vi ska gora forst nar vi raknar ut detta; ska vi
plussa ihop 9 och 0,4 eller utféra multiplikationen 0,4 - 10? Enligt
de regler som finns sa ska multiplikationen tas fére additionen,;
ganger gar alltsa foére plus. Vi far:

y=9+0,4-10
y=9+4
y=13

Ett trdd med brosthdjdsdiameter (brh-diameter) 10 cm har alltsa
en hojd pa 13 meter.

Du kanske ar van vid att man far samma enhet pa det varde som
kommer ut ur formeln som det virde man stoppar in, men sa ar
det sallan i skogen. I exempel 1 stoppade vi in diametern i cm och
fick &nda resultatet i meter. Detta beror pa att modellen ar gjord sa
att det ska vara sa enkelt att arbeta med den i skogen som mdjligt.
Eftersom man oftast brukar méata diametern i cm och hdjden i me-
ter sa fungerar ocksa formeln sa att den anvander dessa enheter
direkt. Hade vi fatt héjden i cm hade vi ju varit tvungna att om-
vandla till meter, vilket ger ett extra och onédigt steg.

De valigaste fyra rakneséatten ar:

ADDITION: 90 + 30 = 120

Term Term Summa

SUBTRAKTION: 90 -30 = 60

Term Term Differens

MULTIPLIKATION: 90 - 30 =2 700
Faktor Faktor Produkt

DIVISION: 90 /30 =3

Taljare Namnare Kvot

I de matematiska modeller vi kommer att arbeta med i kursen
kommer vi dessutom ofta att anvanda upphdjt till:

UPPHOJT: 103= 10-10-10=1 000

Bas Exponent

Som vi sag i exempel 1 férekommer ibland flera olika rdknesétt i en
och samma formel. Fér att undvika foérvirring om vad man da me-
nar har man bestadmt att de ska tillampas i {6]jande ordning:

1. Parenteser

2. Upphoit till
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3. Multiplikation och division
4. Addition och subtraktion

Denna ordning fungerar ungefar som trafikregler. PA samma satt
som vi vet att en bil fran hoger har forkorsratt, sa ska vi veta att
ganger gar fore plus i matematiken.

Har kommer nu ett antal exempel. Las igenom dem och se att du
forstar varfor resultaten blir som de blir.

EXEMPEL 2

2+8-4=2+32=34

a
EXEMPEL 3
(2+8)4=10"4=40
Parenteser ska alltid berdknas forst.

a

EXEMPEL 4

3:8-18/2+4

Detta tal bestar av tre termer: ”3 - 8”, 718 / 2” och ”4”. Var och en
av dessa maste berdknas for sig innan vi lagger ihop de tre de-
larna. "3 - 8 = 247,718 / 2 = 9” och ”4” som redan var klar. Stoppar
vi in dessa utrdkningar i det ursprungliga uttrycket far vi:

24 -9+4=15+4=19
Observera att nar ”24 — 9 + 4” ska berdknas kan vi om vi vill forst

lagga ihop de positiva termerna och sedan dra ifran de negativa:

24-9+4=24+4-9=28-9=19
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EXEMPEL5

3:8-18/(2+4)

Jamfor detta med exempel 4. Det enda som tillkommit &r en paren-
tes. I det har exemplet finns det nu tvd olika termer: ”3 - 8” och

”18 / (2 + 4)”. Var och en av dessa ska rdknas ut for sig: "3 - 8 =
24” och ”18 / (2 + 4) = 18 / 6 = 3”. Satter vi ihop detta far vi:

24 -3 =21

EXEMPEL 6

(2 +8)*+ 80 10

Det finns tva termer: ” (2 + 8)*” och ”80 - 10”. I den férsta termen
bérjar vi med parentesen:” (2 + 8)*=10*=10-10-10-10 =

10 000”. I den andra far vi 800. Sammansatt blir detta:

10 000 + 800 = 10 800

EXEMPEL 7

(12 + 8)(5-2) — 3(8 + 2) + 23!

Har har vi tre termer. Kan du urskilja dem? De olika termerna av-
gransas av tecken med lag prioritet, dvs. med + och —.

Forsta termen: (12 + 8)(5-2) =203 = 60
Andra termen: 3(8 + 2) =3 - 10 = 30
Tredje termen: 23! = ?

Har borde ju 2* berdknas forst och darefter ettan lagts till, men ef-
tersom ”3+1” star med sma tecken underforstas en parentes runt 3
+ 1. Vi far alltsa:

Tredje termen: 23" =26 =24=2-2-2-2 = 16. Sammantaget:

60-30+16=30+ 16 =46
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EXEMPEL 8

10-2-3
6-5+10

Vi har egentligen bara en enda term héar. Det langa brakstrecket
innebar underforstatt ocksa en osynlig parentes runt det som star
ovanfor och en annan parentes runt det som star under brak-
strecket:

(10-2-3)
(6-5+10)

Téaljaren = (10-2-3)=10-6=4
Namnaren = (6 -5+ 10) =30 + 10 = 40

Sammantaget far vi:

10-2-3_ 4 o,
6-5+10 40
a
EXEMPEL 9
4/2 3

Det har talet brukar ofta missférstas. Ska vi tolka det som

(4 / 2) 3 eller som 4 / (2 3)? Resultaten blir helt olika i dessa tva
fall. Praxis ar att det &r den forsta tolkningen har som géller. Vi
ska alltsa forst utféra divisionen och sedan multiplikationen. Om
man vill ha den andra tolkningen maste man alltsa lagga till en ex-
tra parentes runt "2 - 3”. S& har ska det alltsa tolkas:

4/2:3=2:3=6

Idag ska ofta formlerna man anvander i skogen matas in i en da-
tor. Da kan man normalt inte mata in formlerna med ett horison-
tellt brakstreck av den typ vi hade i exempel 8 ovan. I datorn maste
man mata in hela formeln pa en och samma rad och far da an-
vanda tecknet / fér divisionen. Nar man 6versétter formler skrivna



STUDIEAVSNITT 1: GRUNDLAGGANDE RAKNING

med langa horisontella brakstreck till formler skrivna med divis-
ionstecknet / kan det vara en bra regel att satta en parentes runt
hela uttrycket i tdljaren och ytterligare en parentes runt hela ut-
trycket i nAmnaren.

EXEMPEL 10

2-3+2

5.5 kan 6versattas med foljande formel skriven pa en rad:

(2:3+2)/(22)

OVNINGAR

& Berikna utan minirdknare

101 a) 5-8+3 b) 5(8 +3)
¢) 5/5+5 d) 5/(5+5)
102 a) (12-2)'3 b) 12-2-3
¢ 12-(2°3) d) 2+12:3-18/2
103 a) (18-5)/(2 6+1) b) 12/2-4-2+13
¢) 854-3 d) 8 54-2)
104 a) 9+5°2+30/2 b) (8+2) 3-(19-9)
¢ 3(8-3)-22'3-5) d 7.2
6-5-2
105 a) 4(7-2%-6) b) 54:3-2-1-0
) 8-4 , 5 d 20/4+1
2 18—4-4
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106 a) 17-3-10/2+4(3—1)—(10-42)

b) 8:9-100/(25+5%-70/2+3

&~ Skriv nedanstdende former pa en enda rad. Ersiitt alltsa de horisontella
brakstrecken med / och parenteser. Berdkna dven virdet.

107 a) 8 b) 6-6
2.4 6+6
) 4+4-3 d) 2+4-3
5+3 5+3-3
108 a) 2+2(23-2) b)  92_1
4-2 2(23-2)-2
) 8 . 9+3 d) 28-4)+3-9
2-4 9-3 546-5
109 a) 17-8 b) 10 8
2:6-3 2 4
4
2
© 8+9— 8-8 d 5,27 32
2:16 4-1 4-4
3 9_18
3
110 a) 52-3_36 b) 8
3-5-10

10-14-6-6-3+1 4
7
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NEGATIVA TAL

Innan vi atervander till skogsformlerna ska vi férst ta upp lite om
negativa tal. Att rdkna med negativa tal &r forhallandevis nytt inom
matematiken. Metoder och formler fo6r att berdkna strackor, areor
och volymer har man hallit pA med sedan 500-talet f.Kr. medan de
negativa talen férst bérjade anvindas 2 000 ar senare, pa 1500-ta-
let e.Kr.

Alla tal som vi ska anvanda oss av i den hér kursen (de reella ta-
len) far plats pa tallinjen.

Tallinjen bestar av odndligt manga punkter och varje punkt mots-
varar ett tal. De tal som ligger till vAnster om noll ar de negativa ta-
len. Mot varje positivt tal till héger om noll svarar precis ett nega-
tivt tal pa lika langt avstand fran noll fast pa vanster sida.

I praktisk matematik finns det en hel del exempel pa negativa tal,
bland annat brukar man inom ekonomidmnet betrakta skulder
som negativa tal. Ett annat konkret exempel pa negativa tal har vi
vid temperaturbestdmning med Celsiusskalan. En gammaldags
termometer ar ju i sig en vertikalt stalld tallinje.

Om en person som har en skuld pa 25 000 kr vinner 100 000 kr sa
kan han betala tillbaka sin skuld och ha kvar 75 000 kr. Matema-
tiskt skulle vi kunna skriva detta:

-25 000 + 100 000 = + 75 000

Om han daremot har en skuld pa 25 000 och till detta ska lagga
ytterligare en annan skuld pa 100 000 kr blir det:

-25 000 + (-100 000) = -25 000 — 100 000 =-125 000

Nar vi lagger till en skuld (adderar nagot negativt) blir resultatet
negativt. Féljande rédkneregler galler:

10+ (-5)=10-5=5
10-(+5)=10-5=5
10-(-5)= 10+ 5= 15

10 + (+5) = 10 + 5 = 15
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De flesta av dessa regler ar naturliga. I tredje fallet ” 10 — (-5)”
skulle vi kunna motivera resultatet med att vi tar bort nagot nega-
tivt. Att ta bort en skuld pa fem enheter ar ju nagot positivt.

Motsvarande regler géller ocksa vid multiplikation och division.

(+10) (+5) = +50 (+10) / (+5) = +2
(-10) - (-5) = +50 (-10) / (-5) = +2
(-10) - (+5) =- 50 (-10) / (+5) = -2
(+10) - (-5) =- 50 (+10) / (-5) = -2

Samma tecken ger alltsa positiva och olika tecken negativa resul-
tat.

EXEMPEL 11

19— (-7)+20 /(-4)=-9+7-5=-2-5=-7.

Talet innehaller tre termer ”-9” som &r klar, ”- (-7) = + 7” och
”20 / (-4) = -5”. Sammantaget fas:

9+7-5=-7

EXEMPEL 12

Om ett féremal kastas eller skjuts rakt upp i luften med farten 50
m/s, sa har den efter x sekunder farten y m/s, dar sambandet ges
av formeln:

y=50-10x

Vad har den for fart efter: a) 2,5 s? b) 5,0s? ¢) 7,5 s?
* * %

a)x=2,5gery=50-10"2,5=50-25=25m/s

b) x=5,0ger y=50-10""5,0=50-50=0m/s
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c)x=7,5gery=50-10-7,5=50-75=-25m/s

Den negativa hastigheten har innebar att foremalet nu bytt rikt-
ning och ar pa vag tillbaka ner mot marken igen.

OVNINGAR

& Berikna utan minirdknare

111 a) 5-(-8) b) 5+ (-8)
¢) -5-(-8) d) -5+(-8)
112 a) 5 (-8) b) -5/-2
¢) -5(-8) d) 5/-2
113 a) -12/(5-28) b) -(6-(-2))/4
¢) -(8-5)/(23) d) (-2)(-3)(-H+5
114 a) (-3)(-2)/(-(6 + 6)) b) -1-2-3-4"(-2)
¢) 2 (-17)+10-2-2 d) 5-(-2)(-3)(-4)
115a) -9—(-7) b) O-(7)/(-4)
¢) 8+2)'3-(19-9) d) 38-3)-2(2-3-5)
116 a) 20— (-3)(-3)(-8) b) 2(5 7 +20—40/8)-82
117 a) ~-12 2

10 - —=+(-8)- =
6 T8

b) 58-3)+(2-4)(=3)+(11-7)/2-2)+3
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118 a) (-2)(+3)(-4) - (-D(*2)(-3)

b) 52-9)-7(-4)—(-9) + 5(-2)(-1) - (+12)

119 a) -8—(5-3)—9(2 —4)+ (-5)(-6)

b) (52-8)-7(-4)-(-8))/(5 (-2)(-1) - (+12))

OLIKA SATT ATT UTTRYCKA SAMMA FORMEL

De regler vi tittat pa nu, framfér allt metoden med att identifiera
olika termer, gor att vi nu kan uttrycka en och samma formel pa
olika vis. Antag att vi har uttrycket:

3+4°5

Vi vet att detta bestar av tva termer ”-3” och 74 - 5”. Vi kan da
kasta om ordningen pa dem under férutsdittning att vi tar med det
tecken som féoregdar dem. Termen "4 - 5” ar positiv eftersom den har
ett plus framfor sig. Genom att byta plats pa termerna far vi:

+4-5-3

Plustecknet allra forst brukar dock inte skrivas ut. Istallet skriver
man:

4-5-3

Observera att alla dessa tre varianter av att skriva uttrycket hela
tiden ger samma resultat: 17. Hade det inte blivit samma resultat
hade det varit nagot fel.

P& motsvarande vis som ovan kan den formel vi arbetade med tidi-
gare (exempel 1 pa sidan 3) ocksa uttryckas pa olika satt. Fran
boérjan hade vi:

y=9+0,4 x

dar det ar ett osynligt gdngertecken mellan 0,4 och x. Till héger om
likamedtecknet har vi alltsa tva termer ”+9” och ”+0,4 - x”. Byter vi
plats pa dessa far vi:

y=+0,4x+9 dvs.

y=0,4x+9
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Stoppar man in x = 10 i denna sista formel fir man att y = 13, pre-
cis som vi fick i exempel 1 tidigare. De tva formlerna

y=9+0,4 X’ och” y=0,4 x+ 9” ar alltsa tva olika satt att sdga
samma sak. De ger exakt samma resultat, oavsett vad vi stoppar in
for varde pa x.

OVNINGAR

120.  Foljande formel kan anvéndas som hgjdkurva i ett visst bestdnd. Hér be-
tecknar x brh-diametern i cm och y hgjden 1 meter.

y=3+11 x—0,02 x*

a) Bestdm utan minirdknare hdjden for ett trdd med 10 cm diameter.

b) Formeln har tre termer pa hoger sida. Vilka dr de?

¢) Kasta om ordningen pd termerna sa att formeln fortfarande ger samma
resultat. Skriv formeln pa minst tva andra sitt. Nar du stoppar inx = 10

1 den modifierade formeln ska svaret fortfarande bli som i uppgift a).

d) Komplettera foljande vérdetabell.

x = Diameter, cm: 10 15 20 25
y=Hojd, m:

121. Nedanstdende formel kan anvindas for att uppskatta hur ménga kalorier
per minut (y) en man med alder x &r forbranner vid motion.

y=-0,8 x> —20 x + 14 000
a) Bestdm hur minga kalorier en 10-aring forbranner per minut.
b) Bestdm hur méinga kalorier en 40-aring forbranner per minut.

122. 1 foljande formel anger y elférbrukningen (enhet: kWh/dygn) for ett hus
vid en viss given utomhustemperatur i grader Celsius (x).
y=0,3x2—-6x+65

a) Bestdm forbrukningen vid: + 10 °C

b) Bestdm forbrukningen vid: — 10 °C
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BRAKRAKNING

Du har sakert rdknat med brak forut i skolan. Kanske kan det
kannas konstigt att behéva goéra detta i en tid nar det finns mi-
nirdknare och datorer. Anledningen att vi som hastigast maste ta
upp det har, ar att detta grundlagger en forstaelse for de formler vi
ska arbeta med senare under kursen.

De tal som historiskt utvecklades forst var de positiva heltalen: 1,

2, 3, ...Sa smaningom uppstod behov av att ocksa kunna uttrycka
delar av heltal, vilket gjorde att man bérjade anvanda sig av brak-

tal. Ett braktal ar helt enkelt en division mellan tva heltal.

Ett och samma brak kan uttryckas pa manga olika satt. Decimal-
talet 0,5 motsvaras t.ex. av braken 1/2, 2/4, 3/6, 4/8, ...,
50/100... Om en bulle ska delas av tvd personer far ju varje person
lika mycket som om fyra personer ska dela pa tva bullar eller 100
personer ska dela pa 50 bullar. De far i samtliga fall en halv (0,5)
bulle var.

De tal pa tallinjen som kan uttryckas som kvoten mellan tva heltal
(dvs. braktal) brukar kallas fér rationella tal, efter grekiskans ratio
som betyder férnuft. Talen ar féornuftiga i den meningen att man
kan forsta var pa tallinjen de finns. Lange trodde man att alla tal
var rationella; talet 2,3456 ar ju rationellt eftersom det kan ut-
tryckas som kvoten mellan tva heltal t.ex. 23 456 och 10 000.
Gjorde man bara indelningen tillrackligt fin trodde man att man
skulle hitta alla tal pa tallinjen — men icke! Senare visade det sig
att det finns tal pa tallinjen mellan de rationella talen. Dessa tal
kom att kallas irrationella. Inte nog med det man har pa senare tid
visat att det finns oadndligt manga ganger fler irrationella 4n ration-
ella tal pa tallinjen...

Irrationella tal har en odndligt lang decimalutveckling som aldrig
upprepar sig. Ett sadant exempel som du sdkert stott pa ar n (pi).
Decimalutvecklingen borjar: 3,14159265... och forskarna har tagit
fram ett antal miljoner decimaler ytterligare, men man kommer
aldrig att kunna faststalla decimalutvecklingen f6r n exakt.

Det vi behover kunna for att klara formelhanteringen bra &r reg-
lerna for att addera, subtrahera, multiplicera och dividera brak.
Detta har du sakert sett férut, men har kommer en repetition.
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EXEMPEL 13

Addition och subtraktion av braktal.

424+26322

)_ = R —

9 9 9 9 3.3 3

b) 2o -7

12

Har maste vi forst forvandla till samma ndmnare. Eftersom bade
9 och 12 gar jamnt upp i 36 (4 -9 =36 och 3 12 = 36) sa for-
vandlar vi bada braken till 36-delar.

2 1 4.2 3-1 8 3 _ 5

9 12 4.9 3.-12 36 36 " 36

a
EXEMPEL 14
Multiplikation med braktal.
7 7 7 7
Observera att 3:an vi multiplicerar med hamnar ovanfor brak-
strecket, inte under!
b7.5-75.5 41
7 4. 4 4
a
EXEMPEL 15

Division med braktal. Vid division med braktal anvénds begreppet
“inverterade tal”. Ett inverterat tal ar helt enkelt det braktal man
far nar man byter plats pa tédljare och ndmnare i det ursprungliga
braket.
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Inverterat tal till 2 ar E
3 2

. S . 1

Inverterat tal till 5 = T ar g

Inverterat tal till % ar % =3

Vid division mellan tva braktal kan man berdkna kvoten genom att
multiplicera talet i tdljaren med det inverterade talet i ndmnaren.

4 4
g5 _5 41 41 4

3 3 53 5. 15

1

4
b) i:i.izﬁzgzézll

2 52 52 10 5

3

a
OVNINGAR
& Ar beriikningarna riktigt gjorda i nedanstaende fall? Svara ja eller nej.

123 a) 3-64 3-4-16 3-4 12

= S-12
16 16 1 1
b) 3—|rl6=3+4-4=3Jr4=7
4 4
o 27 _333_,
3+3 3+3
d 27 1-2:3 5, 13 5,3 93

3 4.5 2-5 10
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& Berédkna utan minirdknare och svara i brakform pa sé enkelt sitt som
mojligt.
124
2) 6- 1 b) 1. 3
3 6
c) 1 d 2 1

W
o
W
o

125 a) 6 2 b) 1
53 6
3
o 1 d 1 2
6 8 3
2
3
126 ) 1,23 by 5_,3
5 35 35
© 5, 2 d 4
_3 _7
7 1
2

DIMENSIONSRAKNING

I det har avsnittet demonstreras hur man kan ha nytta av brakrak-
ning ndr man arbetar med formler for att se vad slutresultatet
kommer att fa for enhet. Denna teknik, som ar mycket anvandbar i
praktiken, brukar kallas f6r dimensionsrakning. Férst kommer ett
exempel dar tekniken egentligen ar onddig, men som illustrerar
sjalva idén.
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EXEMPEL 16

Om det gar 60 minuter pa en timme, hur manga minuter gar det
da pa atta timmar?

Berakning: 8 60 = 480

Vad far vi svaret i for enhet? Vi vet att 8:an har enheten h (dvs.
timmar) och 60 har enheten min/h. Eftersom rdknesattet ar multi-
plikation far vi:

min _h-min min

Enhet: h- = min
h h 1
Svar: 480 min
d
EXEMPEL 17

En person springer 3 km pa 10 minuter. Vad har hon fér hastighet
uttryckt i m/s och km/h?

Vi ser pa enheten for hastighet att vi ska dividera strackan med ti-
den. Berdknar vi 3 / 10 = 0,3 far vi t.ex. enheten km/min, eller
hur? For att fa enheten m/s forvandlar vi forst 3 km till 3 000 m
och 10 minuter till 600 sekunder.

3000m _ . m

Hastighet 1:
600 s ]

dvs. Sm/s

For att fa hastigheten i km/h maste vi uttrycka 10 min som tim-

mar. Vi vet att det gar 60 min/h varfor personen gatt: % = éh.
Hastighet 2: 3 km :§-§:§:18 km/h

1 h 1 1 1

6
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EXEMPEL 18

En skogsmaskin avverkar 300 stammar pa fyra timmar. Vilken ar
dess prestation uttryckt i stam/min?

* % %

Berakning: 300 _ 300 30 _ 65 = > =125
4.60 240 24 6-4 4

Enhet: stan.l _ star1.1 _ ste%m
p . min h-min min
h h
Svar: Maskinen producerar 1,25 stam/min.
EXEMPEL 19

En skogsmaskin avverkar 300 stammar pa fyra timmar. Hur
manga sekunder tar varje stam?

* Kk x

For att fa antalet sekunder tar vi: 4 h - 60 min/h - 60 s/min.

4.60-60 4-60 4-12-5 4-12

Berdkning: 48
300 5 5 1
oM S S .
Enhet: h min___ h_
stam stam stam
Svar: Maskinen anvander alltsa i snitt 48 sekunder

per stam.
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OVNINGAR

127.

128.

129.

130.

131.

Om v har enheten km/h, s har enheten km och ¢ har enheten h, vilken
enhet kommer dé foljande formler att fa:

a) b)v- ¢ ) > d)
S \% \%

L&t A =5 ha, ¥ =2500 m®, T= 4 h/ha och beriikna med hjilp av detta
vérdet for foljande formler. Ange ocksé enheten for svaret med hjilp
av dimensionsrakning.

|14 1
a) — b) 4-T c) —
)A ) )T

Berikna enheten for foljande former. Antag att L har enheten m, V en-
heten m/s, T enheten s och R ha/s

a) LI b)é OV-T
v 1 |
@ ) HR-T

En viss skotare i gallring med energiskogsuttag skotar 4 = 2,5 ton/lass
och klarar P = ett lass i timmen. Energiinnehallet dr £ = 2,0 MWh/ton
och skotaren kostar K = 800 kr i timmen. Bestdm, och ange enheten
for, foljande.

a) P A b)P A E c)% d)1/K

En skotare ror sig med hastigheten 50 m/min. Vad far du for tal om du
inverterar 50? Vad far du for enhet? Vad ér det alltsd som du riknat ut?
Forvandla det inverterade talet till en mer passande enhet.
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PROCENTRAKNING

Manga tror att procentrdkning ar nagonting latt, och det kanske
det egentligen &r. Problemet med procent ar att det hela tiden ar
fraga om forhdllanden mellan tal, relationer och andelar. Nar man
talar om procent maste man darfor hela tiden gora klart vad det ar
procent av. Missar man detta kan en ldmnad faktauppgift mycket
val missforstas. Ordet procent kommer fran latinets pro centum vil-
ket betyder "per hundra”. Om vi t.ex. vet att tva personer i en
grupp pa S0 personer har en viss egenskap, sa rédknar vi om detta
till hur manga det skulle bli i en grupp pa 100 personer. Enligt reg-
lerna for brakrakning far vi:

222 _ 4 o4 an
50 2-50 100

Vi sdger da att det ar 4 % i gruppen som har egenskapen. Om
gruppen istallet bestatt av 100 personer hade det varit 4 som burit
pa egenskapen om andelen skulle vara densamma som i gruppen
med 50.

Ibland beh6éver man ga den andra vagen. Om det &r 4 % i en grupp
som har en egenskap, hur manga blir det da i en grupp pa 200
personer?

4-200 _800 _,
100 100

4 % av 200 = 4 .200 =
100

4 procent ar alltsa for gruppen med 200 personer detsamma som 8
av dessa personer.

Nar man raknar med procent kan det vara bra att kunna o6ver-
gangen mellan braktal, decimaltal och procent. Om en person ar
ensam i en grupp och bar pa en egenskap barju1/1=1=100%1i
gruppen pa egenskapen. PA motsvarande vis; om en person i en
grupp av tre personer bar pa egenskapen ar detta 1/3 = 0,33 =

33 % osv. Se tabell 1.2 nedan. Att utantill kunna dessa 6vergangar
mellan brak och heltal har man ofta nytta av — atminstone vid ten-
tan pa detta avsnitt ;-)
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TABELL 1.2. Overgang mellan braktal, decimaltal och procent.

Brak Decimaltal Procent
1/1 =1,000 100,0 %
1/2 =(,500 50,0 %
1/3 ~ 0,333 33,3 %
1/4 =(,250 25,0 %
1/5 =(,200 20,0 %
1/6 ~ 0,170 16,7 %
1/7 =0,143 14,3 %
1/8 =0,125 12,5 %
1/9 =0,111 11,1 %
1/10 =0,100 10,0 %

EXEMPEL 20

Pa provyta A ar det 4 av 14 trad som ar 16vtrad. Hur méanga pro-

cent motsvarar det?

Lovandelen i bestandet ar:

7

14 2

4 22

SN )

Men tabell 1.2 ovan sager att 1/7 motsvarar 14,3 procent och da
maste 2/7 vara dubbelt sa mycket, dvs. ungefar 28,6 procent.

EXEMPEL 21

En gran i ett bestand ar 20 meter hég och en tall i narheten ar 25

meter.

a) Hur mycket kortare &r granen &an tallen?

b) Hur mycket ldngre &r tallen &n granen?

* % %
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Problemet med procent ar att de tva uppgifterna ovan kommer att
ge olika svar trots att relationen galler samma trad. Det hanger pa
vilket av de tva traden vi utgar fran i jamforelsen. I a) &r det tallen
som ar utgangspunkten och det som vi ska jdmfoéra granen med,
och i b) ar det pa motsvarande vis granen som ar mattstocken.

Hojdskillnad _ 5

1
Tallens hojd 25 5

=0,20 = 20%
Granen ar alltsa 20 % kortare an tallen.

Granens hojd 20 4

Tallen ar alltsa 25 % langre &n granen.

En annan variant att rdkna procent, som vi kommer anvanda
mycket senare i kursen, ar att anvanda sig av férdndringsfaktorn.
Denna brukar ofta anvidndas nar man raknar pa fordndringar 6ver
tiden. Antag t.ex. att ett bestand innehaller 1 000 m® skog vid ett
mattillfdlle. Antag vidare att detta 6kat till 1 030 m3 ett antal ar se-
nare. Med hur manga procent har da virkesforradet okat?

Nytt varde 1030
Ursrpungligt virde 1000

Fordndringsfaktorn = 1,03

Att forandringsfaktorn ar 1,03 innebar att det nya virkesforradet ar
103 % av det gamla, dvs. att 6kningen &r 3 %. Det ar viktig att du
kanner dig sdker pa bada dessa metoder for att berdkna procent.

EXEMPEL 22

Priset p4 massaved antas vara 200 kr/m*fub. Vad hander med
detta pris om det...

a) O6kar med 20 %?

b) minskar med 10 %?

* % %

a) 20 % o6kning innebar att férandringsfaktorn = 1,20.
Nytt pris: 1,20 - 200 = 240 kr/ m*fub
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b) 10 % minskning innebéar att forAndringsfaktorn = 0,90.
Nytt pris: 0,90 - 200 = 180 kr/ m*fub

EXEMPEL 23

Priset p4 massaved antas vara 200 kr/m?*fub. Vad hander med pri-
set om det forst héjs med 10 % och déarefter sanks med 10 % av det
nya priset?

10 % 6kning innebéar att féorandringsfaktorn = 1,10.
Nytt pris: 1,10 - 200 = 220 kr/m?*fub.

10 % minskning innebér att fé6rdndringsfaktorn ar 0,90.
Nytt pris: 0,90 - 220 = 198 kr/m?’fub.

Observera att hgjningen och sdnkningen inte tar ut varandra. To-
talt hamnar vi 2 kr under det ursprungliga priset pa 200. Anled-
ningen ar att vi vid sdnkningen tar 10 % pa 220 och detta &r mer
an vid 6kningen da vi tog 10 % pa 200.

Observera ocksa att vi direkt kunde ha fatt fram svaret genom att
berdkna (men da behdéver vi nog rdknare):

1,10 - 0,90 - 200 = 198

Vid flera procentuella héjningar och s&nkningar efter varandra kan
man alltsa successivt multiplicera dndringsfaktorerna med
varandra. I det héar fallet blir 1,10 - 0,90 = 0,99 vilket alltsa innebér
1 % sénkning av priset sett sammantaget 6ver tidsperioden.

Q
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EXEMPEL 24

En varas pris hojs med 25 % till 12 500 kr. Vad kostade den fore
héjningen?

Antag att det okdnda priset fére héjning ar x kr. Vi vet vidare att
forandringsfaktorn ar 1,25. Vi far da ekvationen:

x-1,25=12500

12500
X =
1,25
x =10000

En sista kommentar har om procent. Det ar viktigt att skilja pa a
ena sidan procent och & andra sidan procentenheter. Om t.ex. ett
politiskt parti i en opinionsundersékning har ett valjarstéd som
Okat fran 5 % till 10 % s& ar 6kningen inte 5 % utan 100 %. Partiet
har ju féordubblat sina sympatisérer, alltsa en 6kning med 100 %.
Daremot sdger man att partiet har 6kat med S procentenheter.

OVNINGAR

&~ Berikna utan minirdknare
132 a) 10 % av 400 b) 20 % av 800

¢) 110 % av 400 d) 80 % av 1000

133. Vad blir fordndringsfaktorn vid...
a) ...25 % minskning? b) ...50 % Okning?
¢) ...200 % o6kning? d) ...4 % minskning?
134. Virkestorrddet per hektar hojs under en tidsperiod 1 ett bestand med 50
m’ till 200 m”.

a) Vad blir fordndringsfaktorn?  b) Hur stor dr den procentuella 6kningen?
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13S.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

P& en utbildning finns 30 mén och 20 kvinnor. Hur manga procent &r
kvinnor?

Hur stor dr fordndringsfaktorn om priset for en vara
...0kar frén 12 till 15 kr?
... minskar fran 15 kr till 12 kr?

Med hur méinga procent 6kar respektive minskar alltsa priset med i upp-
gifterna a) och b)?

En person har under ett &r en bruttolon pa 300 000 kr och betalar 40 % 1
skatt. Vilket tal ska vi multiplicera 300 000 med for att fa...

...hans nettolon?
...det han betalar i skatt
Hur stor blir hans nettolon och skatt?

Tvé bestand, A och B, ligger bredvid varandra. Bestand A har arealen
4 ha och bestidnd B arealen 16 ha.

Hur ménga procent mindre dr A dn B?
Hur ménga procent storre ar B dn A?

Om man slar ihop bestdnden, hur manga procent av den sammanlagda
arealen utgors dé av arealen som frén borjan horde till bestdnd A?

Ett &r minskas antalet anstéllda vid en industri med 50 % och &ret efter
Okar antalet anstéllda med 10 % frdn den bantade nivan. Med hur manga
procent har antalet anstillda sjunkit totalt?

Under en arbetsdag med motormanuellt gallringsarbete producerar
Huggman 300 massavedsbitar. Huggman producerar ddrmed 50 % fler
bitar dn Fallkvist. Lat x beteckna antalet bitar Féllkvist producerar. Still
upp en ekvation i stil med den i exempel 24 ovan. Los ekvationen. Hur
manga bitar producerar Fallkvist?

Det statliga stodet for skogsvérd okar frén ett r till ett annat med 10 %
till 220 miljoner kronor. Lat x beteckna stodet fére hojning. Still upp en
ekvation 1 stil med den 1 exempel 24 ovan. Los ekvationen. Hur stort var
stodet fore okningen?
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