STUDIEAVSNITT 5

TRIGONOMETRI

I det har avsnittet kommer vi att studera hur man berdknar
vinklar och stréckor foér givna figurer. Ordet trigonometri innebar
laran om forhallandet mellan vinklar och strackor i trianglar.

LIKFORMIG AVBILDNING

Centralt for trigonometrin ar begreppet likformig avbildning. Alla
kartor och ritningar &r, som vi varit inne pa tidigare, exempel pa
likformiga avbildningar. Med detta menas att relationen hela tiden
ar densamma om man tar en stricka i bilden och dividerar med
motsvarande strdcka i verkligheten (eller tvart om). Vidare innebar
det att alla vinklar som sidorna bildar i bilden och i verkligheten ar
desamma. Om vi har en triangel och antingen foérstorar eller for-
minskar den s4 kommer detta inte att paverka vinklarnas storlek —
de blir desamma.

P4 samma séatt som en stracka kan uttryckas i olika enheter (cm,
mm, tum etc) sa kan en vinkel ocksa uttryckas pa lite olika satt.
Det vanligaste sattet &r att man utgar fran att ett varv ar precis
360°. Ett kvarts varv, en sa kallad rat vinkel, &r da 360 / 4 = 90°.
P& ritningar brukar en rat vinkel markeras med en liten fyrkant (se
figur 5.1 med fyrkanten nere till héger i bild).

Figur 5.1. En triangel dér nedre hdgra hornet har en rét vinkel (90°).

Om man definierar ett varv som 360° sa géaller att summan av
vinklarna i en fyrhérning alltid ar just 360°. Summan av vinklarna
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i en triangel ar da alltid 180°. I vissa sammanhang (t.ex. pa kom-
passen) definierar man dock ett varv som 400 grader - eller gon -
och da blir en rat vinkel 400 / 4 = 100 gon.

EXEMPEL 1

Vid ett visst 6gonblick en solig dag bildar ett tradd en skugga som ar
8,5 meter lang. Samtidigt far en person som har en langd av 200
cm en skugga som ar precis 100 cm. Hur hogt ar tradet?

k kosk

Har har vi ett exempel pa likformig
avbildning. Vinklarna i de tva tri-

anglarna kommer att bli lika stora. A 200 -
Vidare kommer relationerna mellan
sidorna att bli desamma. 100 850

Foljande ekvation kan darmed stéllas upp (sidan xi den stora tri-
angeln ska férhalla sig till 200 i den lilla p4 samma satt som sidan
850 forhaller sig till 100):

X 80
200 100
x:200-@
100
x=2-850

x=1700

Svar: Tradet &r 17,0 m hogt.

BESTAMNING AV STRACKA MED TANGENS

Nar vi 16ste exempel 1 ovan fick vi fé6ljande figur (figur 5.2). Vi vet
att de tva trianglarna ar likformiga och darfér har samma storlek
pa sina vinklar. T.ex. kommer vinkeln ldngst ned till vanster i tri-
anglarna att vara lika stor. Det &r l4tt att inse att denna vinkels
storlek helt och hallet bestdms av relationen mellan de tva kate-
terna i triangeln (kateterna ar de tva sidor som tillsammans bildar
en rat vinkel).
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1700

A 200 N

100 850

Figur 5.2. Tva trianglar som har lika stor vinkel i nedre véinstra hornet eftersom relationen mellan
kateterna for dem dr densamma (850/100 = 8,5 och 1700/200 = 8,5).

Berdknar vi relationen i den vanstra triangeln far vi:

200 / 100 = 2,0 och pa motsvarande vis i den hoégra:

1700 / 850 = 2,0. Det ar just detta samband som utnyttjas i funkt-
ionen TAN (tangens). I alla ratvinkliga trianglar géller att:

a Motstéende katet
TAN(v) = = a
b Nirliggande katet

b

Figur 5.3. Definitionen av tangens for en vinkel i en ratvinklig (90°) triangel. Sidan a star mitt
emot vinkeln v och sidan b &r mer nérliggande v.

I praktiken innebar detta att om man kadnner langden pa en sida i
triangeln och kan mata upp hur stor vinkeln ar, sa kan ldngden pa
de 6vriga sidorna i triangeln berdknas. Héjdméataren som anvands i
skogsbruket utnyttjar detta och ar egentligen inget annat &n en
vinkelmatare. Kanner vi i figur 5.3 ovan vinkeln v och avstandet till
tradet, strdckan b, kan tradets hoéjd, a, bestdmmas.

Forst maste man dock bestdmma vilken typ av grader som man
ska anvdnda. Vi valjer har den vanliga typen som innebar 360° fér
ett helt varv och 90° f6r en rat vinkel. Tabell 5.1 pa foljande sida
kan darefter anvandas.
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0 0,000 30 0,577 60 1,732

2 0,035 32 0,625 62 1,881

4 0,070 34 0,675 64 2,050

6 0,105 36 0,727 66 2,246

8 0,141 38 0,781 68 2,475

10 0,176 40 0,839 70 2,747

12 0,213 42 0,900 72 3,078

14 0,249 44 0,966 74 3,487

16 0,287 46 1,036 76 4,011

18 0,325 48 1,111 78 4,705

20 0,364 50 1,192 80 5,671

22 0,404 52 1,280 82 7,115

24 0,445 54 1,376 84 9,514

26 0,488 56 1,483 86 14,301

28 0,532 58 1,600 88 28,636
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EXEMPEL 2

Nar man star 20 meter fran ett trad sa uppmats vinkeln v i figuren
nedan till 51 °. Vilken héjd har tradet?

* % %

I figuren till hoger &r x motstdaende X
katet till vinkeln v medan sidan

som ar 20 meter lang ar ndrlig-

gande katet (den narliggande kate- 3
ten ar den sida som bade bildar rat

vinkel med en annan sida i triang-

eln och som dessutom spanner upp

vinkeln v).

20

Med hjalp av formeln ovan far vi ek-
vationen:

X
TAN(51°) =—
1) 20

Observera att TAN(S1) ar ett tal som vi kan utlasa av tabell 5.1
ovan. I tabellen ar talet avrundat till tre decimaler: 1,235 men det
finns egentligen manga fler decimaler héar.

1,235 =

20
For att fa x fritt pa hoger sida maste vi multiplicera upp 20. Vi far:
20-1,235 = x

och med huvudridkning kan vi exempelvis rdkna 2 - 12,35 = 24,7 m

Svar: Tradet ar 24,7 m hogt.
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OVNINGAR

501. Nedanstdende figurer visar likformiga avbildningar. Bestim lédng-
den pa sidan markerad med x.

a) b)
90 100
X
X
45 75
225

60

502. Bestdm med hjélp av tabell 5.1.

a) TAN(12°) b) 200 TAN(52°)
¢) 10 - TAN(38°) d) 57 TAN(45°)/3
503. Figuren nedan visar tva likformiga femhdrningar. Hur langa ar si-

dorna a, b, ¢ och d? Avrunda svaren till heltal.

11 d 1
25 28 20 b

a

50

i Stdll forst upp en ekvation med x for foljande trianglar. Bestim
sedan ldingden pd sidan markerad med x med hjdlp av tabell 5.1.
Bestdm direfter ocksd triangelns area.

S04. [Enhet: cm]
15
[ ]
x
505 [Enhet: dm]
X
] 55°/

20
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506, 28.7 [Enhet: cm]
.
s x
[Enhet: m]
507.
114 114
X
mAasA\
100

BESTAMNING AV VINKEL MED TANGENS

P& motsvarande vis som man kan berdkna en okand sida i triang-
eln nar vinkeln ar kédnd sa kan man berdkna vinkeln nér sidorna
ar kédnda. Observera dock att triangeln maste vara ratvinklig for att
det ska fungera. Ar den inte det far vi fédrséka anvdnda tekniken
som tilldmpades i uppgift 507 ovan dar den ursprungliga triangeln
inte var ratvinklig men kunde delas upp i tva ratvinkliga genom att
hojden i den ursprungliga triangeln drogs.

a Motstdende katet v
TAN(v)=— = —

b Narliggande katet b

Figur 5.4. Definitionen av tangens for en vinkel i en rédtvinklig triangel.
EXEMPEL 3

Hur stora ar vinklarna v och u i nedanstaende figur?

* Kk X

Med hjalp av formeln ovan far vi ekvat- 24,7
ionen (varfér?):

20
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TAN(V) = 2;(’)7

TAN for nagot oként ska alltsa bli 24,7 / 20 = (24,7 / 2) / 10 =
12,35/ 10 = 1,235

Vi gar in "bakléanges i tabell 5.1 och ser att vinkeln d4 maste vara
51°.

Eftersom summan av vinklarna i en triangel alltid ar 180° sa far vi
vinkeln u = 180° - 90° - 51° = 39°.

Svar: Vinkeln v = 51° och vinkeln u = 39°.

I exemplet ovan anvénder vi den inversa funktionen till tangens for
att fA fram vinkeln: TAN -1. Blanda inte ihop denna med TAN. TAN-!
ar "baklangesfunktionen” till TAN. TAN anvander vi nér vi kdnner
vinkeln och vill ha ut sidan medan TAN -! anvands nar vi kdnner
sidorna och vill ha ut vinkeln.

EXEMPEL 4

Bestam vinklarna v och u i nedanstaende figur.

* Kk x

Med hjalp av tangens och tabell 5.1 kan vi berdkna vinkeln v.

TAN(v) = 70 )
10,0 70
TAN(v)=0,70 —
y=TAN" (() 70) Gé in "baklinges” i ta-
«— | bell 5.1 pa 0,70 for att fa 10,0
v~ 35° motsv. vinkel 35°.

Eftersom summan av vinklarna i en triangel alltid ar 180° sa far vi
vinkeln u = 180° — 90° — 35° = 55°.

Svar: Vinkeln v = 35° och vinkeln u = 55°.
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OVNINGAR

i Stdll upp en ekvation och uppskatta dérefter med hjdilp av tabell
5.1 storleken pa vinkeln v i féljande figurer.

508.
v
15
25
509. 50
v
39
510. ﬁ
40
- ad Bestim arean i hektar med tvd decimaler for foljande figurer.
511.
22°
200 m
512. < 200m ——mMm>

100 m
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513. Nedanstdende bild &r en skiss pé ett skogsskifte format som en
ratvinklig triangel. Bilden &r i skalan 1:20 000.

a) Anvind linjal for att bestimma skiftets
areal 1 hektar. Berdkna sedan hur
ménga ekplantor som ska bestéllas om
omradet ska planteras med 1 000 ek-
plantor per hektar? (Vid planteringen
blandas sedan ekplantorna med rader
av gran.)

b) Bestdm m.h.a. tabell 5.1 vinkeln i den
nedre spetsen pa triangeln.

514. Ett relaskop har en spaltdppning pa 10 mm och en kedjeléngd
som gor att spalten vid anvdndning hamnar 50 cm frén 6gat.

Uppskatta med hjélp av tabell 5.1 hur stor vinkeln v ar (figuren
nedan &r inte skalenlig).

LUTNINGSPROCENT

I vissa tekniska tillAmpningar i skogsbruket brukar man anvanda
begreppet lutningsprocent som matt pa en vinkel. Det kan t.ex.
handla om en maskin ska orka upp fér en backe (se figur 5.5).

Motstaende katet a

Lutningsprocenten = . = —
Niérliggande katet b

Figur 5.5. Definitionen av lutningsprocent for en backe.
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Observera att detta innebar att lutningsprocenten ar detsamma
som tangens for backens vinkel. I praktiken kan det ofta vara svart
att mata strackan b i figuren. Istillet kan man da méata strackan c.
Strackorna b och ¢ kommer nadmligen att vara ungefar lika langa
om vinkeln ar liten, vilket den oftast ar i praktiken.

Notera ocksa att i en triangel dar a och b ar lika stora sa kommer
lutningsprocenten att bli 100 %.

EXEMPEL5

Bestdm lutningsprocenten och strickan x i nedanstiende figur.

X

Lutningen=1/25=0,04=4 % 25

Med hjélp av Pythagoras sats far vi den okdnda sidan x:
25% +17 =x7
x* =252 +1°

x=+25"+1°

x =~ 25,02

Har blir alltsd hypotenusan ndstan precis lika lang som den langa kateten. Vi hade
alltsa fatt svaret 4 % pa lutningen dven om vi anvint hypotenusan istillet for kate-
ten.

Q

OVNINGAR

515. Bestdm lutningsprocenten och sidan x 1 foljande figur (figuren ar
inte skalenlig).

5,1

27°
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516. Ett tdg kor uppfor en 1 km lang backe. Lutningsprocenten ar 8%.

a) Uppskatta hur minga meter hogre upp taget befinner sig vid
backens slut.

b) Uppskatta med hjilp av tabell 5.1 hur minga grader backens
lutningsvinkel &r. Svara pa en halv grad nér.
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